
数 学 物 理 方 法  /  复 变 函 数

第三章学习讲义

解析函数的积分表示

参数积分 → 柯西定理与公式 → 原函数 → 调和与平面场。按教材顺序展开概念、例题、证明主线与解

题条件；每章附原书习题路线和自编检查题。

严镇军教材配套讲读 教材48—77页 12道自编检查题 离线SVG公式与图解
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对应教材印刷第48—77页，正文第48—73页，习题第74—77页。本章最重要的进步是：原来需要沿路径逐

段积分的题，在检查解析性与内部点后，经常能直接变成一个函数值或导数值。后半章把解析函数接到调

和函数和物理场，说明这些数学条件为什么有用。

学完的标准 能对复积分选方法，写正确的路径方向，使用柯西积分定理和积分公式，找原函数，补共轭调

和函数，按本书符号把复势转成场强。第一轮计算核心是3.1、3.2、3.3和3.5；3.4解释路径无关，3.6解释

物理用途，也配题学会基本计算。

学习顺序：先跟着例题写关键步骤，再独立完成检查题，最后按习题路线回到原书。证明段落均说明用途，不要求第一轮逐行

背诵。

本章目录

3.1 复变函数的积分 教材48—53页

3.2 柯西积分定理 教材54—57页

3.3 柯西积分公式 教材57—61页

3.4 原函数 教材62—64页

3.5 解析函数与调和函数的关系 教材64—68页

3.6 平面场 教材68—73页

3.7 习题路线与检查题 原书习题74—77页
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第三章 / 3.1

复变函数的积分
教材48—53页

3.1 · 教材48—53页

01 复积分加的是有向小位移

把曲线  切成小段，在每段上取点 ，加总 ，分段越来越细，极限就是 。与第一类

曲线积分  的区别在于：  带复方向，  只带正长度。

若 、 ，相乘得到

你无需死记四项的排列；每次把  展开即可。函数沿分段光滑曲线连续，就足以保证这

个积分存在，不要求解析。非解析只会影响后面能否用更快的定理。

把黎曼和定义写在这里，是为了说明方向、线性和估计式从哪里来。第一轮做题应能解释这个意思，不必

把每一个极限细节都重证一遍。

3.1 · 教材48—53页

02 最通用算法：参数化后记得乘上导数

若 、 ，则

这是可以处理共轭、模、分段函数的稳妥算法。常见曲线：线段 ；圆弧 

。圆弧的 ，不能漏掉 、  或指数。

例题 沿单位圆逆时针计算 。取 、 、 ，所以

曲线闭合不代表积分为零；  在第二章已证明处处不解析。

线性与拼接 积分对函数线性，对按顺序连接的曲线可逐段相加，反向曲线  的积分变号。这些性质使复

杂边界可以拆成几条线段和圆弧。
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3.1 · 教材48—53页

03 教材半圆环例题：四段分别代入

教材取上半圆环  的正向边界，求 。它由外半圆、左线段、内半圆、右线段依

次组成。

图 3-1 半圆环的正向边界：区域始终在左侧

Re

Im

0

外半圆：θ从0到π

内半圆：θ从π到0

-2 -1 1 2

外圆 -4/3，左段 1，内圆 2/3，右段 1；合计 4/3。

四段方向按连续行走的起点、终点确定，内圆方向与外圆相反。

外圆 、 ，被积式乘  为 ，积分为 。左线段从  到 ， ，积分

为1。内圆必须顺时针， 、 ，积分为 。右线段从1到2，积分为1。因此

这题没有用到柯西定理。真正要练的是把“区域正向”落实为每一段的起终点，尤其内圆不能和外圆取同

一个方向。

3.1 · 教材48—53页

04 一个必须记住的基础圆周积分

对逆时针圆周 ，整数  满足
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推导只有一次参数化： ，积分变成 。当 ，指数恒为1；其余整数给

完整周期，积分抵消。

这里的零不能乱解释  时函数在内部不解析，但积分仍为零；因此“积分为零”不能反推“内部没有

奇点”。  的  则是柯西积分公式和第四章罗朗系数提取的根基。

3.1 · 教材48—53页

05 长大不等式：最大模乘路径长度

若曲线长为 ，且曲线上 ，则

“长大”就是长度与最大值相乘。用黎曼和的三角不等式即可得到。它估计的是积分的模，不是直接比较

一个复数与实数大小。

例题 在  上估计 。由 ，得 ；长度为 ，故积分模不超过 

。实际积分可能更小，甚至为零；上界不要求精确达到。

统一的三步 明确曲线长度；给分母下界、分子上界；相乘。大圆弧消失需要 ，仅有

 不够。例如长度与  同阶时，  只能保证有界。

3.1 · 教材48—53页

06 小圆弧极限：半圈为什么常出现半个系数

设 ，沿 、 ，当 ，则

证明先拆为  与余项。前者精确积分为 ；后者在小圆弧上模不超过 ，乘长度

 后趋零。这是教材例3的逻辑。

掌握边界 要会判断角度跨度和方向。逆时针半圆给 ，顺时针半圆给 。第一轮不用背证明中的每

个 ，但必须知道这是有条件的小弧极限，不是把路径上奇点的积分直接赋一个“半值”。
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第三章 / 3.2

柯西积分定理
教材54—57页

3.2 · 教材54—57页

07 积分为零需要一整片解析区域

若  是正向简单闭曲线，  在曲线及其内部的某个开邻域内解析，则

教材“在闭域上解析”的意思，就是存在包含该闭域的开集，函数在其中解析。更常见的课堂版本：  在

单连通域  内解析，  完全在  内闭合，则积分为零。

做题前逐项检查 曲线是否闭合；函数是否单值；曲线上有没有未定义点；内部有没有奇点或未被包含的

洞。只知道“曲线上解析”不够，  在单位圆附近解析，却有积分 。

证明的用途 在偏导足够连续的情况下，用格林公式得到

C-R 使两个被积式为零。教材采用这条便于理解的证明路线；一般柯西定理不需要预先另加导数连续条

件。第一轮要会复述“格林把边界积分变成内部偏导，C-R 把它们消掉”，完整的一般性证明可留后续理

论课。

3.2 · 教材54—57页

08 多连通域：外圈减内圈，不是每一圈都零

区域正向的统一规则是：沿边界走时，区域留在左手边。 因而外边界逆时针，内边界顺时针。若  在这些

边界及中间区域解析，则

若把外圈  与每个内圈  都另按逆时针记号书写，那么
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图 3-2 有孔区域的边界方向与积分抵消

0

外圈逆时针：2πi

内圈顺时针：-2πi

全部边界相加 = 0

例：f(z)=1/z；曲线间解析，洞内的缺点不能当成区域的一部分。

沿边界前进时，带颜色的区域始终留在左手边。

证明可在圆环上割一条连接内外边界的线，把区域剪成单连通；割线来回各走一次、方向相反，积分抵

消，只留下外圈和内圈。保留这段证明，是为了让你记住内边界符号，不要求背复杂图形的编号。

关键例子  在圆环  解析，外圈逆时针积分 ，内圈顺时针积分 ，整个边界积分

才为零。圆环内处处解析，并不意味着只沿外圈就能套“单连通版本”。

3.2 · 教材54—57页

09 变形路径与路径无关的真正条件

若两条闭曲线包围同一个缺点，且它们之间没有新的奇点，可用多连通定理把一条变成另一条。因此

 对包围  一周的任意正向简单闭曲线仍为 ，不一定非要圆。

若  在单连通域解析，两条连接同一起终点的路径合成一条闭曲线，所以两条积分相等。这就是路径无

关。你可以换成更好算的线段或折线，但新路径也必须留在允许区域内。

不要过度使用单连通 单连通是保证所有解析函数都路径无关的方便充分条件。有些函数在多连通域上也有

全局原函数，例如  在去心平面有原函数 ；它仍然路径无关。反例  才是不能在去心平面直接

套牛顿—莱布尼茨的典型。
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第三章 / 3.3

柯西积分公式
教材57—61页

3.3 · 教材57—61页

10 从积分为零，前进一步到提取函数值

若  在正向简单闭曲线  及其内部解析，  位于内部，则

实际计算常用反写：

分母中的  必须在内部，且分子  要在整片内部解析。如果  在外部且整个被积函数解析，积分为零；如

果  正在路径上，普通曲线积分通常无定义，不能把结果想成内外的一半。

图 3-3 柯西公式先判断分母点在内、在外还是线上

Re

Im

0

a=1

C：|z|=2，逆时针

被积函数 eᶻ/(z-a)

a在内：2πi eᵃ

先判位置，再检查分子在整个内部解析；线上情形不能直接套公式。

图示 a=1：在圆内；使用柯西积分公式。
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完整例题  逆时针，求 。分子  整，点1在内部，故结果 。若半径改为

，点1在外部，结果0；改为1则奇点落在路径上，不能套用。

3.3 · 教材57—61页

11 柯西公式的证明主线与平均值

在  周围挖一个半径  的小圆。大曲线积分等于小圆积分。把小圆上的分子拆成 ：

常数部分积分为 ；误差部分由连续性与长大不等式控制，模不超过 ，所以趋零。

这段证明连接了本章所有基础：挖洞变形、基础圆周积分、连续性和长大不等式。你需要知道为什么误差

里分母  不导致爆炸：圆周长也含 ，两者抵消。

若取圆周 ，公式变为

解析函数在圆心的值等于圆周平均值。取实部或虚部，得到相应调和函数的平均值性质。它可证明某些边

界值不可能由解析函数产生，也能把实三角积分转成复积分。

3.3 · 教材57—61页

12 高阶公式：分母次数减一是求导阶数

同样条件下，  具有任意阶导数，而且

计算时反写为

最常见失误 把三次分母配成三阶导；实际上  配二阶导，还要除以 。

例如 ，

对多项式也一样：若导数阶数超过多项式次数，就直接为零。高次分母不自动意味着非零结果。
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3.3 · 教材57—61页

13 多个分母点：先判内外，再拆分或挖小圈

若 ，不能不看  就把  当成整片内部的解析分子。教材例1取 ，

：到0的距离3，故0在外；到  的距离2，到  的距离1，故后二者在内。

于是

这题最关键的一行是三个距离，不是最后的指数化简。

两个内部点都在时怎么办 以  为例，  时先部分分式

分别判断两点是否在曲线内，再用基本公式。更一般时，可挖出每个缺点的小圈，各算一个局部积分再相

加，这仍是本章的柯西方法，不必提前依赖第五章留数公式。

3.3 · 教材57—61页

14 为什么解析就有无限阶导数；只给实部也有用

从柯西公式对  作差商，差商的核趋向 。因为内部点离边界有正距离 ，分母可统一远离零，长

大不等式保证极限可交换进积分。反复进行就得到高阶公式。重点在“正距离带来统一估计”，而不是形

式上无条件把导数搬进积分号。

教材还给出圆周实部决定中心导数的式子：

主线是先把一阶柯西公式参数化，再把  的共轭形式相加，虚部项消去，留下实部。它用于从边

界实部恢复导数，也是后续边值问题的入口。第一轮普通积分题优先熟练前两条框中公式；这条公式知道

用途、能跟住推导即可，不必优先背。

另一个有用后果是柯西估计：在半径  圆周上若 ，则 。它把长大不等式接

到高阶公式上，第四章估计级数系数时会再用到。
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第三章 / 3.4

原函数
教材62—64页

3.4 · 教材62—64页

15 原函数与牛顿—莱布尼茨公式

若  在区域  内成立，就称  是  的一个原函数。有原函数时，任何位于  内、从  到 

的分段光滑路径都满足

这时积分路径无关，闭路积分为零。  的原函数是 ，多项式和指数也可直接积分。原函数可以相

差一个复常数，区域连通使这个常数是全域统一的。

例题 从0到  积分 ，用原函数 ，结果 。不用为曲线形

状纠结，因为原函数全平面有效。

3.4 · 教材62—64页

16 从闭路积分为零造出原函数

固定 ，若  连续且所有闭路积分为零，则连接  到  的积分与路径无关，可定义

为了求 ，只看  到  的一小段直线。将  拆成 ，后一项除以  后仍由连续

性与长大不等式控制为趋零，所以 。

逻辑链必须清楚 单连通域内解析，保证闭路积分为零；闭路积分为零加连续，保证存在原函数。事实上第

二步的核心是路径无关，不再需要重复依赖单连通。教材把单连通保留在定理陈述中，是方便使用的条

件，不能把它误当作每个特定函数有原函数的必要条件。

3.4 · 教材62—64页

17 对数原函数的限制与莫雷拉定理

 在割开负实轴的平面有原函数 ，但在整个去心平面没有全局单值原函数，否则绕单位圆积分就应

为0，与  矛盾。  则有全局原函数 ，即使区域有洞也不受影响。
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莫雷拉定理的主意 若  在区域内连续，而且每个足够小的三角形边界积分均为零，则  解析。用刚才的方

法在小圆盘构造原函数 ，有 ；解析函数的导数仍解析，所以  解析。教材以所有闭路积分为零

来陈述，条件更强、也方便接上上一段。

为什么讲它？它提供“由积分性质反推解析性”的方向，用于证明极限函数等仍解析。第一轮一般计算题

不常直接使用，可先会说出“连续 + 一族闭路积分为零 → 解析”，完整证明结构留在这里供理论题复习。

不要误写成“某一条闭路积分为零就解析”。

第三章 / 3.5

解析函数与调和函数的关系
教材64—68页

3.5 · 教材64—68页

18 调和函数：两个二阶偏导相加为零

实函数  在区域内有连续二阶偏导，且

就叫调和函数。  调和，  不调和，因为后者的拉普拉斯为4。

若  解析，则  都调和。证明从 C-R 出发： 、 ，由混合偏导相等消

去。解析函数有任意阶连续导数，保证这些步骤合法。  称为  的共轭调和函数；注意这与复数共轭  是

两个概念。

反过来有条件 在单连通域内，调和  能找到全局单值的共轭调和函数；局部总可以。多连通域则可能只能

局部找到，例如  在去心平面调和，但对应的角度不可能全域单值连续。

3.5 · 教材64—68页

19 已知实部补虚部：积分后补一个函数

假设给出 。先确认 。C-R 给

对第一式按  积分： 。积分常数必须写成 ，因为当前只对  积分。再对  求

导，与第二式比较，得 ，故

若再给 ，则 。已知实部后只剩一个纯虚常数；若已知虚部，则只剩一个实常数。
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标准步骤 验调和 → 写两条 C-R → 积一条并保留另一个变量的任意函数 → 用另一条确定它 → 用初值定常

数 → 必要时整理成  的表达式。不能只做其中一条 C-R 就宣布完成。

3.5 · 教材64—68页

20 教材已知虚部的例题，两个方法对应起来

给 ，要求 。由 C-R： ，所以 ；再用

，得 ，故 。

整理成复数式：

由初值 ，所以 。这是教材例2。

教材还沿折线积分

从原点先水平走到 ，再竖直走到 ，第一段为0，第二段给 。与刚才结果一致。第

一轮优先练“积分后补函数”，路径积分法保留，是为了说明共轭函数存在与单连通的联系。

3.5 · 教材64—68页

21 等值线为什么正交，原点为什么可能例外

解析  且  时，等值线  与  在交点正交。因为法向量分别是 ，由

C-R

非零导数条件确保这些梯度非零，等值线在该点有通常的切线。
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图 3-4 z²的实部与虚部等值线在非临界点正交

Re

Im

0

绿色：x²-y² = 常数

橙色：2xy = 常数

原点 f′(0)=0

临界点另行分析

梯度点积为0；非零导数确保两族等值线有正常切线。

这是解析函数z²的两族正交等值线；原点不套用一般正交结论。

对 ，两族线是  与 ，一般交点正交。在原点 ，零等值线各自分叉，不

能把那里当成两条光滑曲线直接套正交结论。

这段几何不是额外负担：下一节的等势线和电力线就是这两族等值线。你要掌握正交的条件、会画简单例

子，不必徒手画出每一条复杂双曲线的精确形状。

第三章 / 3.6

平面场
教材68—73页

3.6 · 教材68—73页

22 平面场和无源无旋，先用熟悉的分量读

平面向量场写成 ，代表向量 。稳定指不随时间改变；平面场还要求沿垂直

该平面的方向分布不变。无限长均匀带电直线的横截面是平面场；空间单个点电荷的完整三维场不属于这

种模型。

散度  描述局部源汇，旋度的垂直分量  描述局部旋转。无源无旋即
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于是  是解析函数，因为它的 C-R 恰好就是这两个方程；一般不是  本身解析。

对逆时针曲线，

实部是环量，虚部是向外通量。这个式子由直接相乘得到，比分别死记正负号可靠。格林公式进一步把二

者变成区域内旋度、散度的面积分。

3.6 · 教材68—73页

23 从解析原函数到场：注意本书复势的定义

若区域单连通、场无源无旋，可取解析函数 ，使

因此  的等值线与场方向垂直，  的等值线沿场方向。对静电场，通常的电势为 ，使 

。

严镇军本书的静电复势约定 为

由此

所以  的等值线是电力线，  的等值线是等势线。一些教材把  叫复势，符号位置不同；本

讲义按这本书来。复势不是场强，求场强还要先求导、再共轭、乘 。

这里保留完整转换，是为了做原书习题22时不混淆实虚部。流体力学也用类似结构，但势函数和流函数的

命名、符号应依具体定义核对，不能把静电的符号直接搬过去。

3.6 · 教材68—73页

24 平面点电荷：圆周等势，射线沿场

本书采用的电磁单位约定下，原点处的“平面点电荷”  代表垂直纸面的无限长线电荷横截面，场为
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常数  与单位制有关；学习重点是  的方向与距离关系，使用其他单位制时应调整物理常数。

按上一单元公式可取

在一个对数分支上， 。所以电力线 常数  是射线；等势线 常数  是同心圆。

 时场向外，  时场向内。

图 3-5 正平面点电荷：射线是电力线，同心圆是等势线

Re

Im

0
+

蓝色圆：V=常数

橙色射线：ψ=常数

场强沿射线向外

原点是电荷所在处

本书 Φ=ψ+iV；E=-i·共轭(Φ′)，电势梯度的负方向是场方向。

q>0；圆周与射线正交，离电荷越近场强越大。

对数多值不妨碍导数与场强单值。绕原点一周后，复势的实部变常数，但场强仍回到原值。原点处有源，

故不能把包含原点的整个区域说成无源，也不能忽视多连通造成的全局原函数问题。

3.6 · 教材68—73页

25 两个异号电荷与最简单的匀强场

在  分别放 ，叠加得

局部写成对数比后，等势线为 ，这正是第一章的距离比轨迹：  为圆，  为垂

直平分线。电力线为两向量夹角恒定的圆弧族，其几何圆通过 ，实际曲线不含电荷点；退化情况可能

为直线的一部分。画图时不应把整个圆一律当成同一辐角分支的单条曲线。
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原书习题22的最小示范 若 、 ，则 ，场强为 ，即竖直向下的匀强场。电

力线 常数，等势线 常数。若 ，则 ，场强 。

这一步可反查 ，符号一致。

为什么这节值得保留 它把“解析函数、调和、正交”连成可算的物理模型，并解释前两章的圆与辐角曲线

为何会出现。若当前考试只考复积分，可先学会定义与转换框，复杂电荷分布放第二轮；但本书这一节正

文和习题涉及的基本计算仍在讲义中完整保留。

第三章 / 3.7

习题路线与检查题
原书习题74—77页

3.7 · 原书习题74—77页

26 遇到一道积分题，先选哪条路

观察到的形式 首选方法 先检查

含共轭、模、分段函数 参数化 路径方向，

有全域有效原函数 牛顿—莱布尼茨 路径是否在原函数域内

闭路内外都解析 柯西积分定理 内部缺点、分支、曲线上奇点

解析分子除 高阶柯西公式  内外、分子解析、阶乘

多个分母点 分式拆分或挖小圈 逐个点的位置

只要求证明上界或极限 长大不等式 上界是否对整条曲线统一

给实部/虚部求函数 C-R 补共轭 先验调和、常数和初值

原书第1—2题练参数化与方向；第3—4、7—8题练估计；第5、9题把复积分连到实积分；第6题练原函

数；第10—15题集中练柯西公式与分母点位置；第16题考边界值能否来自解析函数；第17—21题练调和与

共轭；第22—23题练平面场。

第一轮先做1、2、3、6、10、11、13、17、20，每类选足代表小题。第二轮补大弧估计、边界值证明、非

线性调和函数组合与复势电荷分解。区分的是复习次序，不是说后半章没有用途。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习1 一条线段和一条圆弧可以不同

从  到  计算 ：一条路径为直线段，另一条为单位圆右半圆。
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展开解析：连续就能积分，但未必路径无关

线段取 ，得 。右半圆上 ，积分就是 。结果不

同，说明  没有覆盖这些路径的全域原函数。不要因为端点相同就直接写相等。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习2 方向与基础积分

沿  顺时针一周，计算 。

展开解析：先按正向算，再反号

正向一阶项为 ，二阶项为0。顺时针结果为 。二阶项虽然有内部奇点，但仍积分为0；不能用“有奇

点就一定非零”判断。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习3 外圈内圈怎么加

对圆环  的正向全边界，求 ；若只取外圆逆时针，又是多少？

展开解析：全边界与一条外圈不是同一条曲线

外圆逆时针贡献 ，内圆顺时针贡献 ，总和0。只取外圆则为 。  在圆环上解析，满足多连通边

界定理；但原点不在圆环里，不能让外圈在允许域内缩成一点。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习4 柯西公式的内、外、线上三种情况

 逆时针，求 ，分别讨论 。

展开解析：先定位点1

 时，点1在内，结果 。  时，点1在外，被积函数在闭圆盘邻域解析，结果0。  时，分

母在路径上为零，普通复曲线积分无定义；若另谈主值或绕行必须额外定义，本题没有这种约定。
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3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习5 高阶公式的阶乘

沿  正向，求 。

展开解析：三次分母对应二阶导

分子  整，点1在内，故结果 。若得到 ，通常是漏了阶乘；若求了三阶导，则

是把分母次数与求导阶数混淆。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习6 两个点的位置改变结果

计算 ，讨论  与 ，均取正向。

展开解析：把两个分母点分开处理

恒等分解为 。当 ，只有0在内，得 。当 ，两点均在

内，得 。  时曲线上有奇点，不属于上述两类普通积分。每个拆分后的解析分子都是

，条件明确。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习7 用估计证明大圆积分消失

对 ，证明 ，并取极限。

展开解析：分母用反三角不等式

，圆周长 ，长大不等式给出目标上界，且上界趋零，所以积分趋零。这里不必先精确算

积分。估计体现“函数量级  乘路径长度量级 ”后还剩 ，因而消失。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习8 原函数有时需要割线

比较  与  在去心平面上是否有单值原函数；并计算沿上半单位圆从1到  的 。
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展开解析：先看全局，再算具体弧

 无全局单值原函数，否则整圈积分应为0；  有原函数 。上半圆取 ，得

。也可在覆盖这条路径的合适割线域选择连续对数；不能使用沿负实轴不连续的主值分支，未经端

点说明直接套用它。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习9 给实部补出解析函数

已知 ，求解析 ，且 。

展开解析：积分常数先写成函数

 调和。由 ，得 ；再由 ，得 。故

，初值给 ，结果 。直接展开可核对实部与初值。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习10 一个看起来简单的实部也可能不行

能否在任意开圆盘内找到实部为  的解析函数？若实部改为 ，在去心平面上能否全局实

现？

展开解析：局部微分条件与全局拓扑分别检查

第一问不能，因为 ，不满足解析实部必须调和的必要条件。第二问  在非零处调和，局部可

作为对数分支实部；但去心平面上不存在全局单值解析函数拥有这个实部。若存在，由 C-R 其导数必须为 

，而该函数应成为  的全局原函数，与整圈积分  矛盾。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习11 按本书复势约定求场

静电复势为 ，求力函数、电势和场强，并写两族等值线。
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展开解析：实部是力函数，虚部是电势

，故力函数 ，电势 。 ，即向量

，也等于 。电力线 ，等势线 ；除原点这类场强零点外，两族线正

交。

3.7 · 原书习题74—77页 · 自编检查题

练习12 把复积分变成一个实积分

利用 ，求 。

展开解析：先参数化，再比较实虚部

柯西公式给整圈积分 。代入 ， ，所以 ，即

。比较实部得答案 ；虚部积分为0。原书第9题取0到 ，利用对称

性得到 ，要留意积分区间。

3.7 · 原书习题74—77页

27 本章易错表与进入第四章的衔接

容易写错的话 正确检查

闭曲线积分都为零 还要检查内部解析性或全域原函数

函数在圆周附近解析就能用定理 内部的奇点、孔洞也要处理

内圆也是逆时针 正向区域边界的内圆顺时针

三次分母求三阶导 求二阶导，除 

共轭调和函数就是复共轭 一个是补足解析函数的实函数，一个是把虚部变号

给出调和函数一定有全局共轭 单连通保证全局；多连通要另查

无源无旋场本身解析 按  记场时，它的共轭解析

本讲义以正确的格林展开和 C-R 符号书写第54页证明，避免将偏导项的加减号照抄后误用。书中第61页的

圆周实部公式是补充推导，不强迫第一轮优先背。第70—73页复势记号在本讲义统一为  与 ，把原函数

与静电复势区分，所有符号都回到本书定义核验。

数学物理方法 第三章学习讲义 · 解析函数的积分表示

21 / 22



能独立完成参数化、柯西公式和补共轭这三类题后，再回看第四章：泰勒系数来自高阶柯西公式，罗朗系

数来自圆环的内外边界，负一次幂积分为  是提取系数的原因。这样四章就不是四堆互不相干的公式，

而是一条连续的方法链。

来源、编排与掌握要求

依据用户提供的严镇军《数学物理方法》扫描本第三章整理；正文印刷页48—73，章末习题74—77。扫描PDF文件页序等于印刷

页码加6。按原书节序覆盖各主题，以重新讲解、推导主线和例题说明组织，未逐字复制原文。自编检查题与原书习题分开编号，

原书题号可在本章习题路线中查找；本文件不声称是全部原书习题的逐题答案册。

第一轮优先掌握能独立做题所需的概念、步骤和适用条件；背景、证明及拓展均说明用途和暂缓深究的边界。第三章含12道自编检

查题及完整解析。公式与SVG内嵌，可离线阅读；屏幕答案默认折叠，打印时自动展开。整理日期：2026年10月15日。
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