
数 学 物 理 方 法  /  复 变 函 数

第一章学习讲义

复数和平面点集

复数运算 → 模角形式 → 全部方根 → 区域判断。按教材顺序展开概念、例题、证明主线与解题条件；

每章附原书习题路线和自编检查题。

严镇军教材配套讲读 教材3—23页 6道自编检查题 离线SVG公式与图解
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本章对应教材印刷第3—23页，正文第3—19页，习题第20—23页。先把复数看成平面上的点和向量，再把

式子翻译成距离、角度和区域。第一轮最重要的不是证明多少条恒等式，而是遇到一个复数式子时，知道

该用代数形式还是极坐标形式。

学完的标准 你应能独立完成复数四则运算、求全部方根、画出模与辐角限定的集合，并分清区域、边界、

去心邻域和单连通域。后面每一次判断解析范围、选积分路径、求级数收敛区域，都要用这些词。

学习顺序：先跟着例题写关键步骤，再独立完成检查题，最后按习题路线回到原书。证明段落均说明用途，不要求第一轮逐行

背诵。

本章目录

1.1 复数 教材3—15页

1.2 复数序列的极限、无穷远点 教材15—17页

1.3 平面点集 教材17—19页

1.4 习题路线与检查题 原书习题20—23页
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第一章 / 1.1

复数
教材3—15页

1.1 · 教材3—15页

01 一个复数为什么带着两个实数

写成 ，其中  都是实数， 。  是实部，  是虚部。虚部是 ，不是 

。 例如  的虚部是 。

复数相等，要同时比较实部与虚部：

所以一个复方程往往相当于两个实方程。这是以后从复数等式推出柯西—黎曼方程的基础。

实数就是虚部为零的复数；纯虚数通常要求实部为零、虚部不为零。零单独对待。复数之间没有与实数一

样、同时兼容加法和乘法的大小次序，因而题里不要写 ；可以写 、 。

做题怎么用 题目要求“求实部、虚部”时，目标是整理成 ，并确认  是实数。复数作分母时，

先做下一单元的有理化。

1.1 · 教材3—15页

02 四则运算：乘法展开，除法乘共轭

加减按同类项合并。乘法按多项式展开，再用 ：

共轭是 。关键原因是

因此  时

这不是新技巧的堆积，而是把复分母换成正实数。

完整例题 计算 。
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分子实部是 ，虚部是 。算完可乘回去检查： 。

必须熟练  按四项循环； ；分母不能为零。交换律、结合律和分配律照常使用，第一轮无需

重新背它们的证明。

1.1 · 教材3—15页

03 共轭为什么能把“实数条件”变成方程

记住三条：

一个数  是实数，当且仅当 。它是纯虚数的条件为  且 。遇到“证明某复数式为实

数”，这比直接拆分实虚部经常更省力。

跟着教材例1走一遍 设 、 。问  何时是实数？

先把“实数”改成 ，再交叉相乘：

因为虚部不为零，第一因子不为零，故必须有 。反过来代入也成立，因此这是充要条件。这里

 是为了保证原式有意义，不能在消分母后忘掉。

实系数多项式为什么有共轭根 若  的系数全为实数，则 。所以  推出 

。这是教材例3的全部主线；限制是“实系数”，复系数一般没有此性质。

1.1 · 教材3—15页

04 模不等式：以后估计积分和级数的工具

模是长度，  是两点间距离。最常用的是

第一条说直线距离不超过折线长度；第二条说两条边长的差不超过第三边。还有

证明看懂哪一步就够 展开
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根本工具是 。反三角不等式则把  代入第一条，再交换 。

做题的方向感 要给分子上界，用三角不等式；要证明分母远离零，用反三角不等式。例如  时

这是第三章“长大不等式”里找上界的基本动作。

教材第11页的等号表述要细分 对非零 ，  要求同向；而  也要

求同向。若换成 ，就应是反向。先看中间到底是加号还是减号，不能笼统说“三点共

线就都取等号”。

1.1 · 教材3—15页

05 把复数放到平面上：模、辐角和主值

 对应点 ，也对应原点指向该点的向量。非零复数可写成

角度加上  不改变这个点。沿用本书记号：  表示全部辐角，  表示区间  中的主值。

求辐角的可靠顺序 先定位象限，再找参考角，最后调整到指定主值区间。例如  在第三象限，

主辐角是 ，不是 ；全部辐角是 。  本身不能辨认象限。  没有辐

角。
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图 1-1 复平面中的点、共轭与模

Re

Im

0

z

共轭 z

实部 → 横坐标

虚部 → 纵坐标

模 → 原点距离

辐角 → 向量方向

共轭关于实轴反射；同一个点的辐角可相差2π。

图示 第一象限：2+i；当前点 (2, 1)，模 2.236，主辐角 0.148π

为什么讲指数形式 加减适合 ；乘除、乘方、开方适合 。换形式是为了减少计算，不是为了把一

个答案写三遍。

1.1 · 教材3—15页

06 乘一个复数，就是旋转并缩放

设 、 ，则

乘 ，逆时针转 ，长度不变。乘 ，先转 ，再把长度乘2。共轭则关于实轴反射。

注意主值 角度相加得到的是一个辐角，未必已经是主辐角。例如两个辐角均为  的数相乘，角度和为

，但主值应为 。

完整例题 求 。先写 ，再得

这比连续展开八次清楚得多。反过来，计算  时就不要转成极坐标。
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1.1 · 教材3—15页

07 方根：先列一般式，再数够全部答案

求 ，写 、 。比较模和角： ， 。所以

这  个根互不相同，均匀分布在半径  的圆上。  再增加  就重复。  只有根0，重数为 。

图 1-2 方根均匀排列在同一个圆上

Re

Im

0

k=0

k=1

k=2

共有 3 个不同根

每个根的模为2

相邻夹角 2π/3

先加2kπ，再除以n；只写一个根不能回答“全部值”。

图示 三次方根：w³=-8；w³=-8；k 从0到2

教材例8的逐步计算 ，模为2，角分别为 ，故全部根为

负实数在复数范围内开三次方，不只有实根 。

平方根的代数方法 若 ，则 、 、 。由此

最后用  配符号，不能把  的正负独立任取成四个根。例如  的全部值为 。
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1.1 · 教材3—15页

08 曲线与集合：先把模翻译成距离

常见翻译如下。

复数条件 几何意思 容易漏的地方

圆心 、半径  的圆周

开圆盘 不含圆周

两点连线的垂直平分线 假设 

焦点为  的椭圆

从  出发的射线 不含起点 

例如教材  的两个焦点是  和 。重点在认出“到两定点的距离之和”，不

必先展开根号。若题目真要半轴：长半轴3，焦距一半 ，短半轴 。

距离比的圆 ，先保留 ，再平方：

整理为 。比值为1时则退化为直线 。这类轨迹在第三章两个异号电荷的等势

线里会再出现。

1.1 · 教材3—15页

09 代数曲线改写、三角求和和弦距为什么出现

圆的复数方程 把 、 、  代入实方程即可。一般式

为实数

可配方成

右端正、零、负分别对应真圆、一个点、空集。  时需另看是否为直线。教材这段是训练“同一对象

的两种语言”，做轨迹题时有用。

三角求和的统一招数 用  打包正弦与余弦：

数学物理方法 第一章学习讲义 · 复数和平面点集

8 / 15



化为半角式后，取实部得到余弦和，取虚部得到正弦和。先熟悉有限等比和，比死背两条长三角式有价

值。若 ，回原和式直接算，不能除以零。

教材例4的弦距可第二轮看 它定义

这与下一节把平面放到球面上的距离有关。证明主线是把  拆成与  有关的两项，再用三角

不等式及 。最后一条可由两边平方、差为  验证。第一轮普通

运算和轨迹题无需背这条弦距公式；保留它，是为了说明无穷远点能和有限点放在同一几何模型里，而不

是为了增加一个常考公式。

第一章 / 1.2

复数序列的极限、无穷远点
教材15—17页

1.2 · 教材15—17页

10 复数收敛，就是实部虚部同时收敛

定义  是 。它说的是到目标点的距离越来越小，与从哪个方向来无关。用严格语言：

任给 ，存在 ，使  时每个  都落在  内。

若 、 ，则

且

为什么成立？一方面每个坐标差不超过总距离；另一方面总距离不超过两坐标差绝对值之和。这恰好用到

上一节的不等式。

两个对照例子 。而  在四个点之间循环，不收敛。即使 

始终不变，也不能推出复数本身收敛。

若 ，则 ，理由是 ，不必追踪每次旋转的角度。若  且 ，  不

收敛，因为相邻项距离  不趋零。

1.2 · 教材15—17页

11 无穷远点：模趋于无穷，方向可以乱转

复平面的  只有一个。定义
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因此 、 、 、  都趋向同一个无穷远点；仅仅“无界”还不够，例如奇数项为 、偶数项为0的序

列无界，却不趋于 。

最实用的换元是

（最终各项非零）。无穷远点的邻域写成 ，在球面上对应围绕北极的一小块。

图 1-3 倒数把无穷远附近变成原点附近

Re

Im

0

z平面：|z| > R

大圆外部靠近无穷远

z

w=1/z

Re

Im

0

1/z

w平面：0 < |w| < 1/R

原点附近的小圆盘

模越大的z，倒数越靠近0；角度会反号。

黎曼球面要理解到哪一步 从球面北极向平面作投影，每个有限复数对应一个非北极点；模越大，球面上的

点越靠近北极。把北极补上，就补上了 。第一轮无需计算投影坐标；要会把“研究无穷远”换成“研究

 在零附近”。第四章判断无穷远点的奇性会真正用到它。

运算边界  是延拓记号， 、 、  不由这些规则决定。遇到这种形式要回到具体

极限。
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第一章 / 1.3

平面点集
教材17—19页

1.3 · 教材17—19页

12 邻域、内点、边界：画一个小圆盘来判断

 的  邻域是 ；去心邻域是 ，区别只是是否保留中心。

对集合 ，内点是能找到一个小圆盘完全留在  中的点；外点是能找到小圆盘完全避开  的点；边界点

则每一个小圆盘都同时碰到  与其补集。

边界不等于“集合里面的边缘”  的圆周不在  中，却仍然是它的边界。  的

圆周既是边界，又属于集合。

全由内点组成的是开集；包含自身全部边界点的是闭集；能装进一个足够大的圆盘里的是有界集。开、闭

不是互为否定：  既不开放也不封闭，空集和全平面既开又闭。

1.3 · 教材17—19页

13 区域、单连通和多连通：不是看外形圆不圆

本书把“非空、开、连通”的集合称为区域。连通在这里可用折线连接来理解：集合内任意两点能沿始终

留在集合内的折线走到一起。两个分离的圆盘的并是开集，但不是一个区域。

单连通的操作性判断 在区域里任取一条简单闭曲线，它围住的内部也全部留在区域里，则该区域单连通。

圆盘、半平面、开扇形、沿一条射线割开的平面都是常见例子。圆环和去心圆盘有洞，是多连通域。
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图 1-4 圆盘、圆环与割开圆盘

Re

Im

0

全部内点构成开集

任意两点可在内部连通

没有被包住的洞

|z| < 2：单连通区域

图示 开圆盘；虚线边界和空心点均不属于区域。

这里“洞”包括删去一个点，不要求洞有面积。  有洞；  的缺口通到无穷远，没有把某

个洞完整包住，是单连通的。第三章能否把闭路缩成点、第二章能否选全域连续的对数，都会依赖这个区

别。

1.3 · 教材17—19页

14 曲线为什么要带参数和方向

写 ， ，就给了一条曲线及其行进顺序。  是起点，  是终点。无自

交的曲线称简单曲线；若首尾相同、除端点外不重复，就是简单闭曲线。

最常用的两个参数式是

前者从  走到 ；后者绕圆逆时针一周。把  范围倒过来会改变方向。椭圆可写 ；

（ ）满足 ，但仍要看参数范围决定走哪一支。

为什么讲约当曲线定理 简单闭曲线把平面分成内部和外部，这是说“奇点在曲线里面”的依据。你要会分

辨简单闭曲线并读懂内部；不必在本课程第一轮证明这一拓扑定理。第三章开始还会要求曲线分段光滑，

以保证积分可以按参数计算。

数学物理方法 第一章学习讲义 · 复数和平面点集

12 / 15



第一章 / 1.4

习题路线与检查题
原书习题20—23页

1.4 · 原书习题20—23页

15 先练哪些题，做到什么程度

题型 原书题号 最先写下的东西 过关表现

四则运算、极坐标、方根 1—6 代数形式或模角形式 全部根列齐、无分母零点

模不等式与恒等式 8—11 共轭展开、三角不等式 估计方向正确

共线、正方形与轨迹 12—15、18、20、22 向量差、距离、角度 先识别几何量再展开

序列与辐角连续性 16—17 模、实虚部、主值区间 知道模收敛不够

区域和参数曲线 19、21 所有不等式取交集 边界、开闭、洞都说清楚

有限三角求和 7 等比和 能取实部、虚部

第一轮建议按表从上往下做，每一类至少独立完成两小题；某一类错了，就回到对应单元重算例题。原书

第11题第二小题是较强的不等式证明，第12—15题几何证明也比直接运算费时，可放第二轮，不影响你先

学习解析函数。第17题提醒：主辐角在负实轴处会跳跃，在原点处没有定义；这会直接影响对数分支。

以下是自编检查题，与原书习题另行编号。答案在屏幕上默认折叠，打印版全部展开。

1.4 · 原书习题20—23页 · 自编检查题

练习1 代数运算与共轭

求 ，并分别写出结果的实部、虚部和模。

展开解析：先消复分母

乘 ，得到 。实部 ，虚部 ，模为 。也可用模的商检查：

。若你把虚部写成 ，需回到第一单元辨认定义。

1.4 · 原书习题20—23页 · 自编检查题

练习2 方根必须列全

求  的全部根，并说明它们的几何分布。
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展开解析：模开四次方，角先加整周再除4

，故根为 ， 。代数形式为 、 、 、

。它们位于半径2的圆上，相邻夹角 。不能只写主根。

1.4 · 原书习题20—23页 · 自编检查题

练习3 一个不等式怎么变成半平面

画出 ，判断它是否为区域、是否单连通，并写边界。

展开解析：离右侧定点更近

设 ，平方后得到 ，即 。这是右半平面，是开而连通的区域，

也是单连通域；边界是虚轴 ，不包含在集合内。注意右侧的  表示到  的距离。

1.4 · 原书习题20—23页 · 自编检查题

练习4 判断收敛不要只看模

判断 、 、  的极限。

展开解析：模趋零、模固定、模趋无穷分别处理

，所以 。  在四点循环，实部虚部均不能同时收敛，故没有极限。

，所以在扩充复平面中 ；旋转不会妨碍趋向无穷远点。

1.4 · 原书习题20—23页 · 自编检查题

练习5 区域、边界和洞

比较 、 、 。

展开解析：开圆盘、闭圆盘与割开的圆盘

 是区域，多连通，边界是圆周  与点0。  闭而非开，按本书定义不是区域；它是闭圆盘，边界只有

。  是删去非正实轴的开圆盘部分，是单连通域；边界含外圆周和从0到  的线段。边界条件不能只

把每个严格不等式机械地改成等号，还要检查哪些边界点确实能被集合内点逼近。
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1.4 · 原书习题20—23页 · 自编检查题

练习6 下界比精确值更有用

当  时，证明 ；何时取等号？

展开解析：先估计分母

反三角不等式给 ，取平方并倒数即得结论。  时取等号；几何上是半径3的圆上离点1

最近的位置。以后估计圆周积分时，先找这样一个统一上界，再乘路径长度。

1.4 · 原书习题20—23页

16 一页回看与进入第二章的门槛

看到加减：用 。看到乘方开方：用 。看到“实数”：考虑与共轭相等。看到模：先翻译成长度

或距离。看到极限：先判断是模趋零、坐标分别趋定值，还是模趋无穷。看到区域：依次检查开、连通、

有没有洞。

如果练习1—6能在不看答案时做对，并能解释“主辐角为什么会跳跃”“去心圆盘为什么有洞”，就可以

进入第二章。弦距的完整推导和较长几何证明可留第二轮；这里保留它们的目的与主线，避免你把尚未熟

练的背景证明误认为前进的门槛。

来源、编排与掌握要求

依据用户提供的严镇军《数学物理方法》扫描本第一章整理；正文印刷页3—19，章末习题20—23。扫描PDF文件页序等于印刷页

码加6。按原书节序覆盖各主题，以重新讲解、推导主线和例题说明组织，未逐字复制原文。自编检查题与原书习题分开编号，原

书题号可在本章习题路线中查找；本文件不声称是全部原书习题的逐题答案册。

第一轮优先掌握能独立做题所需的概念、步骤和适用条件；背景、证明及拓展均说明用途和暂缓深究的边界。第一章含6道自编检

查题及完整解析。公式与SVG内嵌，可离线阅读；屏幕答案默认折叠，打印时自动展开。整理日期：2026年10月15日。
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